Comunicaciones Digitales

Trabajo Prdctico 1

Sefiales y sistemas pasabanda.

E. I Una sefial pasabajos x(t) con un ancho de banda W es muestreada a la velocidad de Nyquist y como

resultado de esto se genera la siguiente sefal x,(¢) = Z(— D)"x(nT,)o(t—nT,) :

1)Encontrar la transformada de Fourier de x,(t).
2)Se puede reconstruir x(t) de x;(t) usando un LTI ? Por que?
3)Se puede reconstruir x(t) de x;(t) utilizando un sistema lineal variante en el tiempo ? Como?

E.2 Una sefial pasabajos x(t) de ancho de banda W es muestreada a intervalos de tiempo T y los valores
obtenidos se indican como x(nT;) . Una nueva sefial x;(t) es generada mediante una interpolacién lineal de los
valores muestreados, es decir:

x,(t)=x(nT,)+ t=nt, (x((n+1)T,)—x(nT,)) paranTs<t<(n+1) T

1)Encontrar el espectro de potencia de x;(t).
2)Bajo que condiciones puede la sefial original se reconstruida de la sefial muestreada y cual es el filtro de

reconstruccion requerido?

E.3 Una sefial pasabajos x(t) tiene un transformada de Fourier como lo indica la siguiente figura:
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Los bloques marcados por # representan transformadores de Hilbert y se asume que W<< fj.
Determinar las sefiales x;(t) para 1< i<7 y graficar X;(t) para las mismas condiciones.

E.4 demostrar que la transformada de Hilbert de e’*”" es igual a — j.sgn( f; )e’ 2t

E.5. Una sefial pasabanda x(t)=sinc.t.cos(2nfot) es pasada a través de un filtro pasabanda con respuesta

impulsiva h(t)=sinc’(t).sin(2nfot). Usando los modelos equivalentes pasabajos para la sefial y el filtro encontrar
el equivalente pasabajos para la salida y desde esta sefial encontrar la salida y(t).

E.6 Dadas las siguientes sefiales pasabandas , m(t)= sinc*(t) y x(t) = m(t)cos(2nfyt)-m"(t)sin(2rtfot).
1)Encontrar la preenvolvente z(t) y la sefial pasabajo equivalente de a x(t).

2)Determinar y graficar la transformada de Fourier de x(t). Cual es el ancho de banda de x(t)?
3)Repetir el inciso anterior para x(t) = m(t)cos(2nfot)-m”(t)sin(2nfot).

Stmulaciones Matlab

S.1. Determinar y graficar el espectro de magnitud de una sefial par x(t) la cual para valores positivos
de t esta dada por:

t+1  0<t<1
2 1<t<2
x(t) = -t+4 2<t<4
0 para cualquier otro valor

Determinar los resultados en forma analitica y comparar los resultados

8.2 La sefial descrita en el problema anterior se pasa a través de un sistema LTI con una respuesta
impulsiva

1 0<t<2
h(t) = 2 2<t<3
0 para otro valor

Determinar el espectro de magnitud y fase de la sefial de salida.
8.3 Dada la siguiente sefial :

cos(2m *47 t) + cos(2n*219 t) para 0<t<10
x(t) =

0 para otro valor

Asumir que la sefial esta muestreada a 1000 muestras por segundo . Usando la funcion butter.m que
provee Matlab para disefiar un filtro Butterworth ~ disefiar uno de orden 4 con frecuencia de corte
100Hz y pase la sefial x(t) a través del mismo. Graficar el espectro de potencia de salida . Realizar los
mismos pasos que el inciso anterior pero con un filtro de orden 8.



8.4 Realizar los mismo que en el ejercicio anterior pero con un filtro pasa altos y de la misma
frecuencia de corte

Procesos Estocdsticos y Ruido

El. Dado Z=X+Y donde X e Y son variables aleatorias independientes demostrar que: @z=DxPys). .
es la funcidn caracteristica de X y es definida como la transformada de Laplace de fx(x) evaluada a x=-s.

E2. Demostrar que para la siguiente funcion de densidad de probabilidad Raleigh

X

——
—e parax >0
o

fu(x) =
0 para otro

Como dato se tiene E[X]= G\/% y VAR[X]=[2 - %)az

E.3 Dadas las variables aleatorias X e Y con sus respectivas p.d.f.

~
ae ™ parax >0
f00=
0 para otro x
-
( Pe ™ parax >0
fy(y)= 3
0 para otro x

~
donde a y B son constantes positivas , encontrar la p.d.f. de X + Y y tratar el caso especial de a=f por

separado.

E.4 Dos variables aleatorias X e Y estan distribuidas de la siguiente manera:
Ke™™ parax> 0 ,y>0

fxy(xy) =
0 paraotrox ey

Encontrar:
1) El valor de la constante K
2) Las funciones de densidad marginal de X e Y
3) Si X e Y son independientes
4) fX/Y(X/y)
5) E[X/Y=y]
6) COV[X,Y]



E.5 Dado un vector aleatorio X=(X;,X5,X3, ....X;) con distribucién conjunta Gaussiana , media m y matriz
covarianza C . Definir un nuevo vector aleatorio Y=AX"'+ b ,donde Y es un vector aleatorio n-dimensional y
Ay b matrices constantes. Usando el hecho de que funciones lineales de variables aleatorias conjuntamente
Gaussianas son conjuntamente Gaussianas encontrar la media y covarianza de Y.

E.6 Dos variables aleatorias X e Y son conjuntamente Gaussianas con:

media m=|1 2]
] 4 —4
covarilanza C=
-4 9

1)Encontrar los coeficientes de correlacion entre X e Y
2)Si Z=2X+Y y W=X-2Y encontrar la COV(X,Y)
3)Encontrar la funcion densidad de probabilidad (p.d.f.) de Z

E.7 Dos variables aleatorias X e Y estan distribuidas acorde a:

x2+y?
Ee 2 six,y 20
V4
fx v(x,y)=
0 six.y <0
Encontrar:
K

2)Demostrar que X e Y son variables aleatorias Gaussianas
3)Demostrar que X e Y no son conjuntamente Gaussianas
4);Son X e Y independientes ?

5)(Estan X e Y decorrelacionadas ?

6) fuy(x/y) y determinar si es Gaussiana

E.8 Cual de las siguientes funciones puede ser una funcidn autocorrelacion de un proceso aleatorio y
porque ?

Df(t) = sin (27.f).7)

Df(t) =1

1- |1] It <1
IHi()=

1+[7] IT| > 1

4)f(t) como la siguiente figura :

FIGURE P-3.40



E.9.Un proceso aleatorio Z(t) toma valores 0,1. La transicion de 0 a 1 y de 1 a 0 ocurre aleatoriamente
y la probabilidad de tener n transiciones en un intervalo de tiempo 1, (t >0 ) esta dada por la siguiente

ecuacion  p,(n)= " +1ar (1 f;rj , paran=0,1,2,.....

donde o > 0 es una constante. Se asume que en el tiempo t=0 , Z(0) es equiprobable la ocurrencia de
Ool.

1)Encontrar mg(t)

2)Encontrar Rz(t + 7, t ). Determinar si es estacionario. Determinar si es cicloestacionario.
3)Determinar la densidad de potencia espectral

E.10 Si un proceso aleatorio estacionario X(t) con funcion autocorrelacion Rx(t) es aplicado a un
sistema LTI con repuesta impulsiva h(t), la salida Y(t) es también un proceso aleatorio estacionario con
funcién autocorrelacion

Ry(’[?) =Rx(’C)* h(T) Sﬁx’ h(-’C)

1)Si el proceso X(t) es un proceso aleatorio cicloestacionario y se aplica a un sistema LTI con respuesta
impulsiva h(t) demostrar que el proceso de salida también es cicloestacionario.

2)Verificar que la relacion Sy(f) =Sx(f) [H(f)* se cumple para procesos estacionarios asi como también
para cicloestacionarios

E.11 Encontrar la densidad de potencia espectral para los siguientes procesos:
1) X(t)=A.cos(2.m.f,.t +0 ), donde A es una constante y 0 es una variable aleatoria uniformemente

distribuida en [0, %].

2)X(t)= X +Y donde X e Y son independientes, X es uniforme en [-1, 1] e Y es uniforme en [ 0,1].

E.12 Dado Y(t) = X(t) + N(t) donde X(t) y N(t) son respectivamente los procesos sefial y ruido. Se
asume que X(t) y N(t) son conjuntamente estacionarios con funciones auto correlaciéon Rx(t) y Rn(1)y
funcién correlacion cruzada Rxn(t). Se desea separar la sefal del ruido pasando Y(t) a través de un
sistema LTI con respuesta impulsiva h(t) y funcién transferencia H(f) . El proceso de salida se indica
como X'(t) y se desea que su valor sea tan cercano a X(t) como sea posible

1) Encontrar la correlacion cruzada entre X'(t) y X(t) en terminaos de h(t) , Rx(t), Rx(1) y Rxn(7) .«
2)Demostrar que el sistema LTI que minimiza E[X(t)- X'(t)]* tiene la siguiente funcidn transferencia:

) Sy () + S (f)
B = e s, ()4 2Re[S o (1]

3) Ahora asuma que X(t) y N(t) son independientes y N(t) es un proceso gaussiano con media cero y
densidad de potencia espectral NO/2 .Encontrar la funcion transferencia H(f) optima para bajo esas
condiciones. Cual es el valor de E[X(t)- X'(t)]* en este caso.

4)En el caso especial de Sn(f) =1, Sx(f) =

" 1f > ¥ Sxn(f)= 0 encontrar la funcion transferencia H(f)
_+_

optima.

E.13 Demostrar que el espectro de potencia cruzada (cross- power spectrum) de la siguiente figura
esta dado por S, (jo)=H(jw).G (j®).S,, (jo)

X(t) ht) W) Y(t) 2(t) )




E.14 Parauna cadena homogénea de Markov la relacion de la evolucion de la probabilidad de los
estados con respecto al tiempo esta determinada por p,,,(j) = z p(j/i)p, @) (1), donde p, (i) esla

ieQ),
probabilidad de estar en el estado 1 en el tiempo k.
Hacer la transformada Z en ambos lados de (1) y verificar que P;(z) = p,(j) + z p(jl)z"'P(z) (2)

ieQ,,

donde P,(z) = z p,(j)z™", si hay N estados la ecuacion (2) da N ecuaciones con N incégnitas Pj(z).
k=0

E.15 Demostrar que la media del primer tiempo de transito (first passage time ) en una cadena de

Markoves f, = —%QN (2)

z=1

Simulaciones Matlab

8.1 Generar una secuencia de 1000 muestras de un proceso Gauss-Markov descrito por la siguiente
relacion recursiva X,= pXp 1+ W, paran=1,2,.....,1000
donde X¢y=0, p=0.9 y {W,} es una secuencia con media cero y varianza unidad.

8.2 Generar una secuencia discreta de N=1000 muestras aleatorias uniformemente distribuidas con
media cero y varianza unidad en el intervalo -1/2 y 1/2 y computar la auto-correlacion de la secuencia
{X,} definida como:

1 N-m
R(m=—> X X ., ara m=0,1,2,...M
JC( ) N—m; n n+m p
y
3
R(my=—)> X, X,.. para m=-1,-2,....-M
N_|m|n:\m\

También determine el espectro de potencia de la secuencia {X,} computando la transformada discreta
de Fourier (DFT) de Rx(m) la cual es eficientemente computada utilizando el algoritmo FFT (Fast
Fourier Transform ) definido como:

M n
S ()= D Ry (m)e#MD

m=—M

8.3 Generar una secuencia {X,} de N=1000 valores aleatorios uniformemente distribuidos en el
intervalo [-1/2 , 1/2]. Pasar esta secuencia a través de un filtro con respuesta impulsiva:

(0.95)" paran>0
h(n)=
0 paran<0

La ecuacion recursiva que describe la salida de este filtro como una funcion de la entrada esta dada por:
Vn=0.95.yn.1 + Xy paran>0 y,;=0



Computar las funciones auto-correlacion x,(m) y Ry(m) de las secuencias {X,} € {yn} y sus correspondientes
espectros de potencia Sy(f) y S,(f) usando las siguientes ecuaciones :

M
Rx (m) - N— ZXﬂXer o SX (f) = ZRX (m)eijzﬂfm/(zM“'l)
m=—M

n=1 =

8.4 Generar dos secuencias {@wcn} Y {@wsn} de N=1000 valores aleatorios uniformemente distribuidos en el
intervalo [-1/2, 1/2]. Cada una de las secuencias es pasada a través de un filtro lineal con respuesta impulsiva
(172" paran >0

h(n)=
0 paran <0

la relacion entrada salida de este filtro esta determinada por la siguiente ecuacion recursiva:

X,=1/2.Xy.1 + ©N paran>1 y xo=0

Obtener dos secuencias {xcn} Yy {Xsn} pasando las secuencias @ a través del filtro. Con la secuencia de salida
{Xcn} modular una portadora cos(n/2)n y con la secuencia {xsx} modular una portadora en cuadratura sin(n/2)n
. Generar una sefial pasabanda combinando las componentes obtenidas.

Computar y graficar la auto-correlacion de las secuencias {xsn} y {Xcn} para |m| < 10 . Computar la auto-
correlacion de la sefal pasabanda para |m| < 10. Utilizar DFt o FFT para computar el espectro de potencia de
Sc() , Ss(f) y Sx(f) . Graficar dichos espectros y comentar los resultados .

Trabajo Practico 1 ~ Fecha de entrega




